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INTEGRAL TENGLAMALARNI FREDHOLM METODI BILAN YECHISH.
FREDHOLM MUNOSABATLARI

Homidov Farhod Faxriddinovich
Osiyo Xalgaro Universiteti “Umumtexnik fanlar” kafedrasi o’ qituvchisi

Annotasiya: Differensial operator gatnashgan tenglamani yechish esa integral operatorli
tenglamani yechish masalasiga keladi. Shunday ekan, biz ushbu magistrlik dissertatsiyasida
integral operatorlar qatnashgan tenglamalarni yechish usullariga to‘xtalamiz. Aniqrog‘i uch
tipdagi integral operatorlarning xos qiymatlarini va rezolventasini  topishning uch xil usulini
namoyish qilamiz. Shundan Fredholm va Fridrixs tipidagi operatorlarga ko‘proq to‘xtalamiz.
Integral operatorlar va ular bilan bog‘liq integral tenglamalar nazariyasi Nuemann, Volterra,
Liuvill, Fredholm, Fridrixs, Hilbert va Shmidtlar tomonidan rivojlantirilgan

L,[a;b] fazoda berilgan Volterra, Fredholm, Fridrixs tipidagi integral operatorlarni, ya'ni

VH(x)= K(x,0)f()dt,
(Kf)(x) = K(x,0)f(0)dt,

(Hf Yx)=u(x)f(x)+ 1 K(x,»)f(y)dy

a

operatorlarni va ular bilan bog‘liq integral tenglamalarni qaraymiz. Butun magistrlik
dissertatsiya ishi davomida biz K(x,#) dan chegaralangan va o‘lchovli hamda simmetriklik

shartini talab gilamiz, ya’ni:

A) K(x,t)=K(t,x) /0 va R=[a,b] [a,b] kvadratda aniglangan, haqiqiy qiymatli
chegaralangan, o‘Ichovli funksiya bo‘lishini talab gilamiz.

Faraz qilaylik, Fredholm tipidagi integral operatorning ¢4 0 nuqtadagi rezolventasini topish
talab gilingan bo‘lsin, ya’'ni

(K—ul) f(x)=0(x)  K(x,0)f(@)dt = p f(x) = p(x)
tenglamani, yoki bu yerda A = 11~ va g(x) = —~'¢(x) deb olsak, u holda

f(x)=4 K(x,t) f(t)dt + g(x) (0.1)

tenglamani yechish masalasi qo‘yiladi.

Biz bu paragrafda
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u(x)= f(x)+ le (x,t)u(t)dt

a

integral tenglamaning Fredholm tomonidan berilgan yechish usulini bayon gilamiz. Odatda

n A
A =1+ (=) s ey

n=l1

K(t,0) K(t,t,)--- K(,t,)

b DK (t,t,) K(t),t,) - K(t,,t
An: | (1 2) .(2 2) (.2 n)dfldtz"'dtn,
K(,,t) K(¢,,t,) - K(¢,,t,)
A,’,H—l
D(x,t; 1) = AK (x,t) + (—1)”—'Bn(x,t), )
n=1 n:
K(X,t) K(xatl)”'K(xvtn)
b b\K(t,,t) K(t,t,) - K(t,t
B, (x,0)= - | (4,1) (.1 1) (% 2) dt, --dt,
K, ,)K(t,,t) - K(t,,t,)

funksiyalarga K(x,y) yadro orqali qurilgan (1) integral tenglamaga mos Fredholm

determinanti va minori deb ataladi. Keyinchalik (1) integral tenglamaning yechimini topish
jarayonida muhim ahamiyatga ega bo‘ladigan Fredholmning 2 ta fundamental munosobatini
keltirib utamiz:

b
D(x,t; 1) — AK (x,t)A(L) = A K(s,t)D(x,s;A)ds, (3)

a

b
D(x,t; 1) — AK (x,t) A(A) =4 K(x,7)D(r,t;1)d. 4)

a

(1) integral tenglamaning Fredholm tomonidan berilgan yechimi hadlari algebraik determinantlar
ko‘rinishida bo‘lgan qator shaklida tasvirlangan Fredholm determinanti va minori bilan uzviy
bog‘lig. Ushbu qatorlarning yaqinlashishini, ularning umumiy hadlarini biror yo‘l bilan baholash
orqali ko‘rsatiladi. Buning uchun biz quyidagi Adamar teoremasidan foydalanamiz.

Adamar teoremasining isboti quyidagi lemma yordamida isbotlanadi.

e —
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1-lemma. Agar

all alZ aln

a21 a22 a2n
A= :

anl an2 o ann

algebraik determinantning har bir @, hadi haqiqiy bo‘lib
Clag P 1, k=1
i=1
tengsizlikni qanoatlantirsin, u holda
|A] 1
tengsizlik o‘rinli.

Bu lemmaning isbotini biz keltirmaymiz, lekin # =2 va n =23 bo‘lgan hollardagi geometrik
talginini beramiz. Tekislikda bir uchi koordinata boshi (O(0;0) da qolgan uchlari

B(x;y,), P(x,;y,) hamda P(x,;;y;) nuqtalarda bo‘lgan parallelogrammning yuzini
topish masalasi quyilgan bo‘lsin. Bu parallelogrammning yuzi

X1 N

X, Vo

A=

formula bilan hisoblanadi. Agar OF, va OP, bektorlar uzunliklari birga teng, ya'ni
x12 + yl2 = x; + yz2 =1 bo‘lsa, u holda bu parallelogramning yuzi 1 dan oshmaydi. Xuddi
shunday uch o‘lchamli fazoda OF(x,,y,,z,), OP(x,,y,,2z,) va OF(x;,y,,z,) vektorlar
yordamida hosil qilingan parallelepipedning hajmi
X1 W 4
A=|x, y, x,
X3 V3 Z3
formula yordamida hisoblanadi. Ma'lumkim birlik | OP, |= x” + y? + z7 =1,i =1,2,3 vektorlar

yordamida qurilgan parallelepipedning hajmi birdan oshmaydi. Hajm 1 ga teng bo‘lishi uchun
vektorlarning ortogonal bo‘lishi zarur va yetarlidir.

1-teorema (Adamar). Agar
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bll b12 T bln

b21 bzz T b2n
B=|: . .

bnl an T bnn

algebraik determinantning har bir b, hadi haqiqgiy bo‘lib
|bik| M, i:l’...’n,kzl,...’n

tengsizlikni qanoatlantirsin, u holda

|B| M"Jn"

tengsizlik o‘rinli.
Isbot. Quyidagi belgilashni kiritamiz:
b2 +b.+-+b =5, i=12,-,n.
Quyidagi ikkita hol bo‘lishi mumkin.
1-hol. s, lardan bir yoki bir nechtasi nolga teng, masalan s, =0. U holda barcha

k=1,2,---,n lar uchun b, =0 bo‘lib, bundan esa determinantning bitta satr elementlari nol

bo‘lganligi uchun bu determinant nolga tengligini, ya'ni B =0 ni olamiz. Bu holda teorema
tasdig‘i bajariladi.

2-hol. s, lardan birortasi ham nolga teng emas. U holda ixtiyoriy i =1,2,---,n uchun s, >0
o‘rinli. Endi quyidagi determinantni qaraymiz

bll . bln
NS

B |
S1S2 Sn bnl bln

uning har bir satr elementlari uchun
b,
oot () =1, i=12,---,n

Al

tenglik o‘rinli, ya'ni lemma shartlarini qanoatlantiradi. Bundan esa
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| B| /$,S,:"S

n

tengsizlikning o‘rinli ekanligini olamiz. Teorema shartiga asosan |bik| M bo‘lgani uchun

s.  nM? bo‘lib, bundan kerakli

1

|B| M"\n"

tengsizlikni olamiz. 1-teorema isbot bo‘ldi.

Ushbu teoremadan foydalanib K(x,7) yadro | K(x,t)| M tengsizlikni ganoatlantirsa, u
holda unga mos (1) qator bilan aniglanuvchi A(A) Fredholm determinanti A parametrning

barcha qiymatlarida yaqinlashuvchi bo‘ladi. Agar biz (1) ni darajali qator sifatida qarasak, uning
yaqinlashish radiusi R = bo‘ladi. Bundan A(A) funksiyaning kompleks tekislikda analitik

funksiya ekanligi kelib chigadi. Xuddi shunday (2) gator bilan aniqlanuvchi D(x,#;1)

Fredholm minori ham A parametrning barcha qiymatlarida va (x;y) [a;b]’ da absolyut va
tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi. Demak uning yig‘indisi bo‘lgan D(x,y;A) funksiya (x;))

bo‘yicha chegaralangan va A parametrning analitik funksiyasi ekanligi kelib chigadi.

(1) integral tenglamaning Fredholm tomonidan berilgan yechimi quyidagi teoremalarda o‘z
ifodasini topgan.

2-teorema. Agar

1) K(x,t) yadro R kvadratda chegaralangan o ‘Ichovli,
2) f(x) funksiya [a,b] kesmada chegaralangan o ‘Ichovli,
3) A(A) 0 boIsin u holda (1) integral tenglama

"' D(x,t;A)
« A)

formula bilan ifodalanuvchi yagona yechimga ega.

u(x) = f(x)+ f ()t (5)

Isbot. Faraz qilaylik, (1) tenglama u(x) yechimga ega bo‘lsin. Uni quyidagi ko‘rinishda yozib
olamiz

b
u(t)=f@)+ A K(t,s)u(s)ds. (6)

a
(6) tenglikni ikkala qismini D(x,#; A1) ko‘paytirib #— o‘zgaruvchi bo‘yicha @ dan b gacha
integrallaymiz, natijada

b b bb
D(x,t; Du(t)dt= D(x,t; ) f(@)dt + A D(x,t; \)K(t,s)u(s)dsdt  (7)

a a aa
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tenglikni olamiz. Ikki karrali integral ostidagi ifoda ¢ va s lar bo‘yicha integrallanuvchi
bo‘lganligi uchun, Fubini teoremasiga (5-teoremaga qarang) ko‘ra unda integrallash tartibini
o‘zgartirish mumkin. Uni quyidagicha yozamiz

b b
u(s) A K(t,s)D(x,t;A)dt ds. (8)

(3) Fredholm fundamental munosobatiga ko‘ra (7.8) ni quyidagicha yozish mumkin

b
{D(x,5;1) = AAA) K (x,5) fu(s)ds .

a

Bu tenglikka ko‘ra (10) tenglamani quyidagicha yozish mumkin

b b b b

D(x,t; Du(t)dt = D(x,t; ) f(t)dt + D(x,s;A)u(s)ds — AA(L) K(x,s)u(s)ds.
Agar biz
b b

D(x,t; D)u(t)dt = D(x,s;A)u(s)ds

ayniyatni hisobga olsak oxirgi tenglikdan quyidagini olamiz:

b b
/IaK(x, u(t)dt = ﬁaD(x,t;ﬂ) f(odt.
b

A K(x,t)u(t)dt ning bu ifodasini (1) ga qo‘yib

a

b

u(x)=f(x)+ ﬁaD(x,t;l)f(t)dt

ni olamiz. Demak, (1) tenglamaning ixtiyoriy yechimi (5) ko‘rinishga ega ekan. Bu 2-teoremani

isbotlaydi. A

Bu teoremadan natija sifatida aytish mumkinki, agar A(1) O bo‘lsa, u holda (1) integral
tenglamaga mos bir jinsli integral tenglama fagat nol yechimga ega bo‘ladi.

3-teorema. Agar A(4)) =0 va D(x,t;A,) aynan nol funksiya bo ‘lmasa, u holda shunday
to la, b] mavjudki, D(x,ty;Aq) funksiya
b
u(x)=4y K(x,t)u(t)dt 9)

a

e —
392



https://scholar.google.com/scholar?hl=ru&as_sdt=0%2C5&q=wosjournals.com&btnG
https://www.researchgate.net/search/publication?q=worldly%20knowledge
https://journalseeker.researchbib.com/view/issn/3060-4923

PEDAGOGIK TADQIQOTLAR JURNALI Ne 4,Fevral, 2025
ISSN: 3060-4923, Impact Factor — 7,212 worldly knowledge
Index: google scholar, research gate, research bib, zenodo, open aire.
https://scholar.google.com/scholar?hl=ru&as sdt=0%2C5&g=wosjournals.com&btnG
https://www.researchgate.net/search/publication?q=worldly %20knowledge
https://journalseeker.researchbib.com/view/issn/3060-4923

tenglamaning aynan nolga teng bo ‘Imagan o ‘Ichovli yechimi bo ‘ladi.

Isbot. (9) integral tenglamaning yechimini topish uchun barcha A larda o‘rinli bo‘lgan
Fredholmning ikkinchi fundamental munosobatidan foydalanamiz. Bu holda (4) munosobat

b
D(x,t;4,)) = A, K(x,5)D(s,t;4,)ds

a

ko‘rinishni oladi. Bu munosobat barcha ¢ [a,b] larda, xususan, ¢ = t, bo‘lganda ham o‘rinli,

ya’'ni

b
D(xato;ﬂ’o) = X’O K(X>S)D(Sat0;ﬂ’0)ds'

Bu esa (9) tenglamada u(x) ni D(x,f,;4,) ga almashtirilganiga teng. Bu esa

u(x) = D(x,t,;4,) funksiya (9) integral tenglamaning yechimi ekanligini anglatadi. Yuqorida

keltirilgan Adamar teoremasidan ko‘rinadiki, D(x,#;A) funksiya barcha x,¢ [a,b] larda

tekis yaqinlashuvchi va hadlari chegaralangan o‘Ichovli funksiya-lardan iborat qator yig‘indisi
sifatida chegaralangan o‘Ichovlidir. 3-teorema isbot bo‘ldi.

7a-ta’rif.  Agar biror A=Ay uchun A(A4,)=0 bolsa, Ay ga K(x,t) yadroning
xarakteristik soni deyiladi. (9) tenglamaning nolmas yechimi esa K(x,t) yadroning A

xarakteristik songa mos fundamental funksiyasi deyiladi.

Agar Ay— K(x,t) yadroning xarakteristik soni bo‘lsa, u holda g =1/4; soni (1) tenglik
bilan aniglangan K operatorning xos qiymati bo‘ladi. K (x,#) yadroning fundamental
funksiyalari, K operatorning xos funksiyalari bo‘ladi.

7.3-teoremada D(x,#; Ay) aynan nolga teng emas shartini A (4;) 0 shart bilan almashtirish

mumkin. Buning ucnun biz barcha A larda o‘rinli bo‘lgan quyidagi tenglikdan ([22] ga garang)
foydalanamiz

b
D(x,x;)dx=—41 A (A). (10)

a

Faraz qilaylik, A(4,)=0 va A (4,) 0 bo‘lsin. Ma'limki ((1) ga qarang), A(0) =1 shuning
uchun 4, 0. Agar biz (10) formulada A = A, desak, uning o‘ng tomoni noldan farqli bo‘ladi,
shunday ekan uning chap tomoni ham nolmas bo‘ladi. Bundan D(x,x;A,) aynan nolga teng
emasligi va o‘z navbatida D(x,t;4,) ning ham aynan nolga teng emasligi kelib chigadi. Agar
A(4,) =0 bilan birgalikda D(x,t;4,) 0 bo‘lsa, u holda (9) bir jinsli tenglamaning nolmas

yechimlarini topish uchun «yugqori tartibli» minorlarni qarashga to‘g‘ri keladi. Yuqori tartibli
minorlarni kiritish uchun biz quyidagi belgilashlardan foydalanamiz

393


https://scholar.google.com/scholar?hl=ru&as_sdt=0%2C5&q=wosjournals.com&btnG
https://www.researchgate.net/search/publication?q=worldly%20knowledge
https://journalseeker.researchbib.com/view/issn/3060-4923

PEDAGOGIK TADQIQOTLAR JURNALI Ne 4,Fevral, 2025
ISSN: 3060-4923, Impact Factor — 7,212 worldly knowledge
Index: google scholar, research gate, research bib, zenodo, open aire.
https://scholar.google.com/scholar?hl=ru&as sdt=0%2C5&g=wosjournals.com&btnG
https://www.researchgate.net/search/publication?q=worldly %20knowledge
https://journalseeker.researchbib.com/view/issn/3060-4923

K(s,t) K(sp,tp) - K(s1,2,.)
85158250058, :.K(Szafl)K(S%afz)"‘K(i?zatn) 3.1)
L,1y,.... 1, : : :
K(s,,t1) K(s,,t5) - K(s,.1,)
va
X5X95.00X), bob XX e,

) - K dt, - di
y1:y2,...,yp a a yl,...,yp,tl,...,tn

n:

Xususan 7 =0 da

X15Xp 500y X X195 X950y X
p p
ylayZ"'°>yp y17y2>'°'ayp

U holda A(A) ning p — tartibli minori quyidagicha aniqlanadi
X[5X9 e Xy A aptn X5Xpseeer X

st po _ (_1)” Bn
VisVaseesVpsd  no n! V1sYV2sees Y

p

=D, (x,y;4). (8.2)

Xususiy hol p=1 da D(x,y;A)=D(x,y;A) . Takidlash joizki, agar biror i j uchun
X;=X; bo‘lsa, u holda (8.1) tenglik bilan aniglangan

X5 X050, X,

y19y23'°'9yp

determinantning I — chi va j — chi satrlari bir xil bo‘ladi va natijada

xl,xZ,...,xp

)ﬁ»)’za---»yp

bo‘ladi. Bundan D, (x,y;4) 0 ekanligi kelib chigadi. Xuddi shunday biror i j uchun
Y; =Y, bo‘lsa ham D, (x,y;4) 0 bo‘ladi. Agar (8.1) tenglik bilan aniglangan

X5 X050, X ),

Vs VaseesV)p
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determinantda Xx; bilan Xx J ning o‘rnini almashtirsak (8.1) determinantda 7 — chi va j — chi

satrlarning o‘rni almashadi, bu esa (8.1) determinantning ishorasini o‘zgartiradi. Bu xossa
p — tartibli monor D, (x, y;4) uchun ham o‘rinli, ya’ni agar biz p — tartibli minor

X[5X0 e Xy A

T po ::Dp(x,y;/l)
Vs VasreensVpoh
da ((8.2) formulaga qarang) Xx; bilan Xx ; ni o‘rnini almashtirsak, p —  tartibli minor

D, (x,y;A) ning faqat ishorasi almashadi.

Fredholmning umumlashgan fundamental munosabatlari quyidagilar:

X5 Xg5eaesX oA p XpseuesXgy 15X gilsvesX s
P = ()" PAK(x,,y5) D amer Py
y1>y2""9yp9/1 a=1 yl)'"’yﬂ—lvyﬂﬂﬂ'“)ypoﬂ’
b XiseoosXgy 15Xy sXgiloeesXps A
+4 K(t,yg) D amiermar P, (8.3)
; ViseosVpois by Vpslseess Vol
X5 Xg5ea0sX oA p XisewesXgy 15X gilseresXps
P = ()*PAK(x,,y5) D amer Py
ylayza"'aypa/l p=1 yla"'ayﬂ—1>yﬁ+13"'aypaﬂ’
b XiseeosXpy s by Xpyifnervs X oA
+1 K(x,.t) D ¢ . r dt. (8.4)
; ViseosVB-15Vgs Y patseesVpr A

Yugorida keltirilgan (7.10) munosabat quyidagi umumiy munosabatning

xususiy holidir

bob X, Xp,e.X,,A L 1\2 32 AD)
dxyd xy-+dx, =(~)" 27 AP (1). (8.5)

0 a XXX,

(8.3)-(8.5) tengliklarning isboti [22] da keltirilgan. Faraz qilaylik, A, soni A(4)=0

tenglamaning ildizi bo‘lsin. Ma'lumki, A(0)=1 shuning uchun 4, 0. A(A) analitik
funksiya bo‘lganligi uchun A, uning chekli 7 karrali noli bo‘ladi, ya'ni

AZ)=0, A(19)=0, ..., A" V()=0, A", 0.

Agar biz (8.5) formulada A =4, va p=r desak, u holda (8.5) ning o‘ng tomoni nolmas
bo‘ladi. Demak, uning chap tomoni ham nolmas, bu esa o‘z navbatida p — tartibli

D, (x,x;4,) minorning aynan nolmas ekanligini keltirib chiqaradi. Bu yerdan D ,(x, y;4,)

e —
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ning aynan nol funksiya emasligi kelib chiqadi. Agar A, soni A(A) funksiyaning 7 Kkarrali
noli bo‘lsa, u holda shunday ¢ r natural son mavjudki, quyidagilar bajariladi:

A(ﬂo)=0, D(x,y;/lo) O,...,Dq_l(x,y;/lo) 0
bo‘lib D, (x,y;4,) aynan nolmas bo‘ladi.

8.1-ta’rif. Yugorida aniglangan q soniga A xarakteristik sonning karrasi deyiladi.

Shuni ta’kidlaymizki, simmetrik yadrolar uchun ¢ =r tenglik o‘rinli. Xususan bizning
holimizda ham ¢ = r bo‘ladi.

D, (x,y;A9) aynan nolmas funksiya bo‘lganligi uchun shunday x; =X,

Xy =Xpsee0s Xy =Xys  VI=V1, V2 =Y25..0Y4 =V, nuqtalar mavjud bo“lib,
xl,xz,...,xq,ﬁo
V15 V25 Vgsho

bo‘ladi. Endi Fredholmning (8.4) umumlashgan fundamental munosa-batida A =4,, p=¢q
va

X=X eees Xg 1 = Xg1s Xg =X Xgi] T Xg o000 xq qu,
NZVo e Va1 = Va-10 Va = Va> Va+l :ya+19°"’yq :yq
desak, quyidagi tenglikka ega bo‘lamiz

XpseeesXpy 15 X, xaH,...,xq,i

D —
yl)'"’ya—lbyaayaﬂa”'ayq:/l
b XiseoosXg_ 1o by Xgiloe-sXys Ag

=4 K(x,t)D ¢ “ 1 dt . (8.6)
4 VisersVB-15V g5V gt Vgs Ao

(8.6) tenglikning ikkala qismini noldan farqli bo‘lgan
X15X0 50X, A
L =D (x,y )
V1sV2se-sVgsho

bo‘lamiz va
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XpyeeesXgo1s Xo Xgysenes Xy Ao
D
yl:"'9yﬂ—19yﬁ9yﬂ+1""9yqaﬂ‘0

Po (X, 40) = (8.7)
’ Dq(xay;ﬂ’O)

belgilash kiritib, barcha & =1,2,...,q larda quyidagiga ega bo‘lamiz

b
0, (x,20) =4 K(x,t)p,(t,Ay)dt. (8.8)

a

(8.8) tenglik ¢, (x,4q), @5(x,40), ..., ¢,(x,4y) lar bir jinsli (7.9) tenglamaning yechimlari

ekanligini bildiradi. Bu yechimlar chegaralangan, o‘Ichovli va (8.7) ga ko‘ra

1, agar a=p
Py (xﬂa/lo) = (8.9)
0, agar a p.
8.1-lemma. Bir Jinsli (7.9) tenglamaning yechimlari sistemasi

€Dl (x, /10 ), (02 (x, /10 ), ooy §0q (x, /10) ChlZlqll erklidir.
Isbot. Faraz qilaylik,
Cl ¢1(X,A()) + Cz gDz(x,/lo) + Cq ¢q(x,/10) = O

tenglik biror C},C,, ..., C, sonlar uchun o‘rinli bo‘lsin. So‘nggi tenglikda x = x, desak, (8.9)
gakora C, =0, a=1,2,...,q gaegabo‘lamiz. A

Ma'lumki bir jinsli tenglama yechimlari yig‘indisi va songa ko‘paytmasi yana yechim bo‘ladi.
Shuning uchun

M(X) :C1 (01 (x,/lo) + C2 (02 (x,ﬂo) + Cq qu (x,/lo) (810)

funksiya ixtiyoriy C;,C,, ...,C g

Endi (7.9) bir jinsli tenglamaning ixtiyoriy yechimi (8.10) ko‘rinishga ega ekanligini ko‘rsatamiz.
Faraz qilaylik, v(x) bir jinsli (7.9) tenglamaning biror yechimi bo‘lsin., ya'ni

sonlar uchun (7.9) bir jinsli tenglamaning yechimi bo‘ladi.

b
v(t)=Ay K(t,s)v(s)ds O (8.11)

a
bo‘lsin. U holda ixtiyoriy H (x,¢) uzluksiz funksiya uchun quyidagi ayniyat o‘rinli

b b
v(OH (x,t)— Ay K(t,s)v(s)H(x,t)ds dt O. (8.12)

a a

(8.11) dan (8.13) ni ayirib, quyidagiga ega bo‘lamiz

e —
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b
v(x)= N(x,t)v(t)dt (8.13)

a
bu yerda

b
N(x,t) =4 K(x,t) - H(x,t) + 4y K(s,t)H(x,s)ds.
a
Endi Fredholmning (8.3) umumlashgan fundamental munosabatida A =4y, p=¢g+1 va
Xg41 =X, Vg4 = desak va x; bilan x; ning o'rni almashganda D, (x,y; 4 ) ning ishorasi
almashinishini hisobga olsak, quyidagiga ega bo‘lamiz

Xy X]5eees X5 A0 XiseeesXpsenes Xy Ay
T =2 K(x)) D T -
Vs VisersVgslo ViseeosVpsees Vs
q XioeoesXg1s Xs Xpyloeees Xgs A
—  XK(x,,y) D “ “r I +
a=1 yla"'Jya—laya>ya+19"->yqaﬂ“0
b Xy X505 Xy Ag
+4y K(s,y) D ds . (8.14)
a Sayla ':yqa/lo

(8.14) tenglikda

X| =Xy eeny Xy =Xy Y=LY=V Yqg =Dy

almashtirish qilamiz, hamda (8.14) tenglikning ikkala qismini noldan farqli bo‘lgan
xl,xz,...,xq,ﬁo

= Dq (X sV :2’0)

Vs VaseeVgsho

ga bo‘lamiz va

X3 Xp5ee X5 Ay

Vs Vlseeos Vs
H(x,y)= 1 20 (8.15)
Dq (X sV :ﬂ’())
belgilash kiritib quyidagiga ega bo‘lamiz:
q b
Ao K (x,,0)p, (x,A9) = A K(x,t) — H(x,t) + 1y K(s,t)H(x,s)ds. (8.16)
a=1 a
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(8.16) tenglikning o‘ng tomoni N(x,f) ga teng. (8.12) aytiyat ixtiyoriy H (x,f) uzluksiz
funksiya uchun o‘rinli edi. Shuning uchun biz uni (8.15) tenglik bilan aniglangan H (x,¢) bilan
almashtiramiz. Natijada

q
N(X,t): ﬂoK(Xa,l‘)(Da(X,lo)

a=1
tenglikni olamiz. N (x,#) ning bu ifodasini (8.13) tenglikning 0‘ng tomoniga qo‘yib

b
W)=y Pu(riig) K(xg.v(0)di

a=1 a

tenglikka ega bo‘lamiz. Bundan v(x) ning (8.10) ko‘rinishda tasvir-lanishi kelib chigadi.
Shunday qilib, biz Fredholmning ikkinchi fundamental teoremasini isbotladik.

8.1-teorema. Agar A=A, soni K(x,t) yadroning q karrasi xarakteristik soni bo lsa, u
holda (71.9) bir jinsli tenglama q ta chizigli boglanmagan @, (x,Ay),x=1,2,...,q
yechimlarga ega bo ‘ladi va ixriyoriy u(x) yechim ularning chizigli kombinatsiyasi ko ‘rinishida

tasvirlanadi, ya'ni u(x) yechim uchun (8.10) tenglik o ‘rinli.
Bu chiziqli bog‘lanmagan @, (x,4y), & =1, 2, ..., g yechimlar sistemasi (8.7) tenglik bilan
aniqlanadi.

Biz dastlab integral tenglamalarni Fredholm usuli bilan yechishga doir misollar qaraymiz.
11.1-misol. L,[—, 7] fazoda

ux)=f(x)+ 4 ’ (14 cosxcos y)u(y)dy

-7t
integral tenglamaga mos Fredholm determinanti va Fredholm minorini toping.
Yechish. Bu integral tenglamaning yadrosi K(x,y)= 14 cosxcosy haqiqiy qiymatli va

simmetriklik shartini ganoatlantiradi, yani K(x,y)= K(y,x). Endi (7.1) formula yordamida
A, n N koeffitsiyentlarni hisoblaymiz:

T T
A = K(x,x)dx= (1+cos’x)dx=2m+m=37.

-7 -7

Xuddi shunday A, koeffitsiyent hisoblanadi:
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T T T

dy= dx [(1 + cos? x)(1+ cos? y) -+ cosxcosy)z]dy =

-7 -7

K(x,x) K(x,y)
K(y,x) K(y,y)

-7 -7

v T
= dx (0052 X +cos”® y — ZCosxcosy)dy =27 +272% —0=4r".

-7 -7

Intrgral tenglama yadrosining rangi 2 bo‘lganligi uchun, barcha n 3 larda A4, =0 bo‘ladi.
Shuning uchun determinant A(A) quyidagiga teng bo‘ladi:

A(A)=1-14, +%12A2 =1-37A +%/12 47% =(mA -2l -1). (1L1)

Integral tenglama yadrosining rangi 2 bo‘lganligi uchun, barcha n 2 larda B,(x,1)=0
tenglik o‘rinli. B;(x,#) uchun esa quyidagi
T

B (x,t)=

/

K(x,t) K(x,t;)

dt, =Q2nm +rm)(1+cosxcost) — 27w — 7 cOSXCOSt =
K(tlat) K(tlatl)

=7+ 27 COSXCOSt.

tenglik o‘rinli. Shunday qilib D(x,;A) uchun quyidagiga ega bo‘lamiz:

D(x,t; 1) = AK (x,t) — A* By(x,t) = A(1+ cosxcost) — A* (7 + 27 cosxcost) =
=A(1-7l)+ A(1—-27A) cosxcost . (9.2)

9.2-misol. K(x,y)=1+cosxcosy  yadroning xarakteristik sonlari va fundamental
funksiyalarini toping.

Yechish. Yadroning xarakteristik sonlari bu A(A) ning nollaridir. 9.1-misolda
K(x,y)=1+cosxcosy yadroga mos Fredholm determinanti topilgan. Uning nollari ((9.1)

ga qarang) A, = 77 va A= (27[)_1 lardir. Demak, ular K (x,)) yadroning xarakteristik
sonlari bo‘ladi. Bu 4; va A, nuqtalarda birinchi tartibli minor D(x,#;4) noldan farqli

bo‘lganligi uchun bu xarakteristik sonlarning karraliklari birga teng, ya'ni bir jinsli tenglamaning
yechimlari to‘plami bir o‘Ichamli chiziqli fazodir. (11.2) ga ko‘ra bu xarakteristik sonlarga mos
keluvchi fundamental funksiyalar quyidagicha bo‘ladi:

P(x, ) = D(x,0; ) = —-cosx, y(x,4) = D(x,0;4,) = ——
T 47

9.3-misol. L,[—7, 7] fazoda
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u(x)=sinx+ A (1+cosxcosy)u(y)dy (9.3)

Integral tenglamani garaymiz. Bir jinslimas integral tenglamani A=A, =7 - bo‘lganda 9.1-
teoremadan foydalanib yeching.

Yechish. Qaralayotgan integral tenglama yechimga ega bo‘lishi uchun ozod had f'(x)=sinx

(9.3) ga mos bir jinsli tenglamaning barcha yechimlariga ortogonal bo‘lishi zarur va yetarlidir.
(9.3) ga mos bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi 9.2-misol va 8.1-teoremaga ko‘ra

C
Co(x,4,) =——cosx ko‘rinishda bo‘ladi. Bu holda ortogonallik sharti bajariladi. Haqiqatan
T

ham,
g T 1

C f(x)p(x,A4)dx=C sinx ——cosx dx=0.
-7 - 4

Endi (11.3) tenglamaning umumiy yechimini topish uchun biz (8.15) tenglik bilan aniglanuvchi
H (x,t) funksiyani qurishimiz kerak. Buning uchun esa bizga (8.2) tenglik bilan aniglanuvchi

ikkinchi tartibli minor D, (x,f;4;) kerak bo‘ladi. Integral tenglama yadrosining rangi 2
bo‘lganligi uchun, barcha n 1 larda

X1,X2
Bn

L 1
ayniyat o‘rinli. Bundan (8.2) ga ko‘ra
X1, %2, 4 2

:/11 Bo
ty, by, I, 1

X1,Xo

tenglikka kelamiz. Murakkab bo‘lmagan hisoblashlar shuni ko‘rsatadiki

X15X2
B = COS X; COS #; + COSX, COS #» — COS X; COS #» — COS X, COS ¢
Ot ¢ 1 1 2 2 1 2 2 1
1> 2

tenglik o‘rinli. Natijada biz

X1,%p,4 _
D =7 2(

J) COS X COS l‘l + COS X, COS Z2 — COS x; COS t2 — COS X, COS tl)
tla t2’ 1

tenglikni olamiz. U holda H (x,?) quyidagiga teng bo‘ladi:
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x,0,4,
D t,0,4 1
H(x,t)=———"1 = _—(cosxcos ¢ +1—cosx—cos t).
D00 /) 7

Endi (9.8) yordamida xususiy yechim #,(X) ni topamiz:

uy(x)=f(x)+ ’ H(x,s) f(s)ds =sinx+0=sinx.

-7
9.1-teoremaga ko‘ra umumiy yechim
u(x)=uy(x)+Cop(x,4)=sinx+ Ccosx.

Integral tenglamalarni yuqorida keltirilgan usullar bilan yechishga doir misollar qarashda davom
etamiz.

9.4-misol. Volterra tipidagi (x [0, 1])

u(x)=1+ lxu(t)dt (9.4)

0
integral tenglamani ketma-ket o‘rniga qo‘yish usulida yeching.

Yechish. Bu integral operatorning yadrosi K (x,¢) quyidagiga teng:

1, agar 0 t<x 1,
K(x,t)=
0, agar 0 x t 1.
Ko‘rsatamizki, K(x,?) kvadrati bilan integrallanuvchi funksiyadan iborat bo‘ladi. Haqiqatan

ham
11 1 X 1 1
| K (x,t) |} dxdt = dx dt = xdx= 5

00 0 0 0

Demak, | A|<2 bo‘lsa, bu integral tenglama uchun ketma-ket o‘rniga qo‘yish usulini qullash
mumkin. Bumisolda f(x)=1 va (K" f)(x) larni hisoblaymiz

(Kf)(x)= 1K(x,t)f(t)a’t = xdt =X,

11 11 2

(K*f)x)= K@Kp,0f(O)ddy = K(x,y)K(y,0)ddy = dy dt = ydy:%-

00 00 0 0 0

y

xuddi shunday (K’ £)(x) ni hisoblash mumkin.

e —
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X y2 x3
_d = -
5 y

X y t X y
(K’ f)(x)= dy dt ds= dy tdt = '
0 0 0 0 0 3

0

va hokazo

n

(K" f)(x) ==
n:

Shunday qilib, qaralayotga (9.4) integral tenglama yechimi quyidagi ko‘rinishga ega ekan

2 n
u(x)=1+/1x+(ﬂ';) +---+Mx—')+---=eb‘. (9.5)
. n.

Osongina kursatish mumkinki, u#(x)=e™ funksiya istalgan A uchun (9.4) tenglamani
ganoatlantiradi.

Endi (9.4) integral tenglamani ketma-ket yaqinlashishlar usulida yechamiz. Ravshanki, dastlabki
u, yaqinlashish sifatida biz ixtiyoriy funksiyani tanlashimiz mumkin. #,(x) =0 deb olamiz. U
holda (11.4) da u(x) o‘rniga u, ni quyib birinchi yaqinlashish #,(x) uchun u,(x)=1 ni
olamiz. Endi #(x) o‘rniga u,(x) ni qo‘ysak, #,(x) =1+ Ax yaqinlashishni olamiz. Shu kabi

w,(x) =1+ A uy(t)dt =1+ A (1+lt)dt=1+/1x+%/12x2.

0 0

Bu jarayonni davom ettirib 7 + 1 - qadamda

1 /fin—lxn—l + l/lnxn
(n—1)! !

u (x)=1+Ax+---+

ni hosil qilamiz. Bu tenglikda # —  da limitga o‘tsak
limu, (x) = €™
n—

(9.4) integral tenglama yechimini olamiz.

Demak, ixtiyoriy 4 R uchun (9.4) integral tenglamaga ketma-ket yaqinlashishlar usulini
qo‘llash mumkin va hosil bo‘lgan {1, (x)} ketma-ketlik (9.4) integral tenglama yechimi bo‘lgan

u(x)=e™ ga yaqinlashadi.

9.5-misol. L,[a, b] fazoda

u(x) = f(x)+ 4 p(x)y (Hu(t)dt (9:6)

integral tenglamani yeching. Bunda ¢ va ' funksiyalar chegaralangan o‘lchovli bo‘lib

e —
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b

ey (t)dt =0 (9.7)

a
shartni qatoatlantiradi.

Yechish. (9.6) integral tenglamani ketma-ket o‘rniga qo‘yish usulida yechamiz. Buning uchun
b

u(t)=f(@)+A o)y (s)u(s)ds ni(9.6) ning o‘ng tomoniga qo‘yamiz.

a

u(x) = f()+ A () OLf () + @@y (s)u(s)ds]dt =

b

= () +Ap(x) y () f ()t + X p(x) () (1)dt y (s)u(s)ds.

Agar bunda (9.7) shartdan foydalansak oxirgi tenglikdan #(x) uchun quyidagi ifodani yoza
olamiz

b
u(x) = f(x)+ Ap(x) w (1) f(t)dt. 9.8)
Bu tenglikning o‘ng tomoni u(x) ga bog‘liq emas, keyingi o‘rniga qo‘yishlar yana (9.8)

tenglikka olib keladi. Demak ixtiyoriy A R uchun (9.6) integral tenglamaning yechimi (9.8)
ko‘rinishda bo‘lar ekan.

Endi yuqorida keltirilgan (9.6) - integral tenglamani ketma-ket yaqinlashishlar usulida yechamiz.

Boshlang‘ich yaqginlashish sifatida u,(x) = f(x) ni olamiz. U holda birinchi yaqinlashish
b
u (x) = f(x)+ Ap(x) w (1) f(t)dt (9.9)
bo‘ladi. u,(x) ni (9.9) ning o‘ng tomoniga qo‘yib #,(x) uchun quyidagini olamiz

Uy (x) = f (%) + Ap(x) w(OLf () + Ap(t) w(s) [ (s)ds]dt =

= f(x)+ Ap(x) w () f(1)dt + X p(x) o)y (t)dt w(s)[f(s)ds. (9.10)

Ortogonallik sharti bo‘lgan (9.7) dan foydalanib (11.10) dan u,(x) =u,(x) ga kelamiz. Xuddi

shunday u, (x)=u,(x), n 3 tenglikka kelamiz. Demak, biz (9.6) integral tenglamaga
ketma-ket yaqinlashishlar usulini qo‘llab, ikkinchi hadidan boshlab o‘zgarmas bo‘lgan
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u, (x) = f(x)+Ap(x) v () f ()dt 0.11)

funksional ketma-ketlikka ega bo‘ldik. Bundan lim#,, (x) = u,(x) ni olamiz.
n—

Demak, istalgan 4 R da (9.6) tenglama yagona yechimga ega va u (9.9) tenglikning o‘ng
tomoni bilan ifodalanar ekan.
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